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Resumen: Se introduce en el espaci o c1(E) de funcione s diferenciables con deri-
vada acotada en el espacio bornológico convexo E, la noción de éonvergencia ~­
-unif orme relativa a una familia de conjuntos estrictamente compactos .93 de E. 
Se prueba que ciertos espaci os bornológicos convexos E, poseen la Propiedad de 
Aproximación si y solo si la aplicación identidad de E se aproxima 33-uniforme-
mente por aplicaciones de c1(E) ®E. 
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En el trabajo se establece, en el marco de los espacios borne 
lógicos convexos (e.b.c.), un teore~a de densidad análo~o al que 
J.F. Colombeau y R. Meise establecen para funciones de clase Crn 
en e.b.c. [2] 
Resultados similares han sido establecido por F. 3o~al y Go~ 
zález Llavona para funciones de clase Coo en espacios de Ba.'lach 
en [1] , por J.B. Prolla y C. S. Guerreiro [7), y por O.~.W. Paques 
para el caso de funciones holomorfas [6) . 
A lo lar90 de todo el trabajo, E y F serán e.b.c. reales, 
separados y polares (es decir con base de bornolü]Ía for<1ada por 
discos TE-cerrados). El espacio vectorial de aplicacio~es lineales 
y acotadas de E en F' provisto de su bornolo]Ía natural for11ada 
por aquellos subconjcmtos que transforman acotados en a:otados lo 
denotaremos por Jb<E F). Si F = R se escribe E)ll' por db(E J:;;.) 
El espacio c1 (E r) está constituído por las funciones f de E 
en F diferenciables y con derivada f 1 acotada ~emitiéndose a 
[3] para las definiciones y propiedades más in--:1ediatas de la dife 
renciación de funciones entre e.b.c. 
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Para cada fE C1 (E F) es válido el si7Uiente teore~a de in-
crementos finitos establecido en ~aJ ch. 2. corolario 2.1.; si 
a, h E E entonces 
f(a + h) - f(a)E r 
0$t$l 
f'(a+th)h 
donde r denota la envolvente absolutamente convexa 'TE-cerrada. 
Un disco 8 del e.b.c. E se dice qUe es Banach si el espa--
cio normado E8 generado por 8 y provisto de la no~a asociada a 
B es espacio de Banach. 
Un conj~to K de E se dice que es estricta~ente co~pacto si 
existe un disco B de E tal que K es canpacto en E8 . De acuer 
do con [2] se establece la siquiente: 
Definición 1 
Un e.b.c. se dice que posee la propiedad de aproxi~ación si p~ 
ra cada conjunto estrictamente compacto K de E existe un disco 
de Banach 8 tol que: 
1. K es co~pacto en E
8 
2. La identidad en E8 puede aproximarse uniforme~ente en· K 
por operadores lineales continuos en EB que tienen ra'1'JO fi¡¡i to. 
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Definición 2 
Sea Sl W1a familia de acotados de E que cor.tie;:'"" e:. tcxios 
los conju..YJtos estrictamente compactos. Dire:nos que u t; C 1 (E F) 
n 
converge B -uniformemente hacia 1 J E e (E F) cuando: a) pa::a e~ 
da A<<;) . existe un disco acotado B en F tal que u con-n 
ver:Je a g en fB uniformemente en A ; b) u 1 (x.) n conveY'_;;¡e a 
g' (x) en &'f b(E f) . cualquiera que sea X f E 
Teorena 1 
Sea E tm e.b.c. con la propiedad de aproximació::, sea ·fr?. 
la fa'flilia de los endanorfismos acotados de ranqo finito de espa-
cios E
8 
cuando B recorre los discos acotados de E . Para ca 
da e.b.c. polar F , toda función f E c2(E F) se aproxL~a 
B -uniformemente por aplicaciones del conjunto f,.Jn 
Demostración 
Sea A é 53 y sea 8 un disco acotado de E tal que la apl_i 
cación identidad en se aproxima por operadores de ranqo fini-
to· en E8 uniformemente sobre A . Dado t ' O , existe 
u ~ E; ® E8 tal que 
u(x)-X€EB ';/ X<A 
Sea e= f f'(A + B) (B). Puesto que f' es acotada y f es po-
lar, C es un conjunto acotado de F , y por el teorema de los in 
crementvs finitos, resulta 
f(u(x)) - f(x) E r f' (x + t (u(x) - x) (u(x) - x) 
o~t~1 
= F E f'(x + t(u(x)- x)) ,u(x)- x) E ·o~t!:=1 ' f 
Elí f' (A+ B) (8) = f e 
para todo x ~ A . 
Con una obvia modificación del razona'11.iento anterior aplic~ 
do a la función derivada f' , se de~uestra la condición b) de la 
definición 2 . 
Definición 3 
Un e.b.c. se dice posee la' c1-propiedad de aproxi~ación fi-
nita, si para cada subespacio E de 
o 
E de dimensión finita y cada 
e.b.c. F , toda aplicación de 
formemente por aplicaciones de 





Para espacios con e 1·-propiedad de aproximación fir]i ta, ver 
[8] ch. 44 . 
Teorema 2 
Sea E un e.b.c. y Jj la familia de conjuntos estrict~ 
mente compactos de E . Cada próposición implica las siguientes: 
a) Para cada e.b.c. F toda ·aplicación f f c2(E F) se apr.2. 
xima B -uniformemente por aplicaciones de c1(E) ®F. 
b) La aplicación identidad de E se aproxima ..B-unifonneme!2 
te por aplicaciones de c1(E) ®E 
e) E posee la propiedad de aproximación. 
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si además E posee la c1-propiedad de aproximación finita 
todas las proposiciones son equivalen tes. 
Demostración 
a) ~ b) Trivial 
b) ~ e) sea K un conjunto estricta~ente compacto de E y 
u t c
1 (E) \9 E una sucesión que converge f3 -uniforme.'llente hacia la 
n 
identidad I de E . En particular si x E E , la sucesión 
u' (x) 
n 
es convergeryte en G = ¿tb(E E) ; es decir existe un disco 
acotado e en G tal que u• (x) 
n 
converqe en Gc haCia I . 
Sea B la envolvente absolutamente convexa del conjunto acotado 
C( K) U t.p(K) (incluyendo eventualmente B en otro disco aco 
'f•c 
tado, puede suponerse que K es compacto en E8) . Si t > o , 
existe entonces n ~ N tal que 
o 
y por tanto 
es decir 
u' (x) - I E E C 
n 
1 [ [u~(x) - rj (K) e C(K) e B 
u•(x)(y)- y E ES 
n 
si n > n 
- o 
si n > n 
- o 
si y~ K 
Ello prueba e) considerando las restricciones de u'n(x) a E8 
que son operadores en E8 de ranQO finito dimensional 
e) ~~o> a) 
Por el teore~a 1 , para cada e.b.c. F , toda f~~ción 
f E c2(E F) se aproxima f3 -unifomemente por funciones 
f " u E f e- 'm . Por ello dado A e:: .B existe un disco acota 
do 8 • en F tal que, dado f > o existe u ~ 7Tl con 
f(x) - f(u(x)) • Ef2 8' para cada x E A 
Sea e un disc8 acotado en E tal que A e Ec 
y sea fe la restricción de 
f 
Ec :::> u(Ec) -~ F 
f a 
(1) 
~1esto que u es de ranqo finito-dimensional, fe tiene do~-
nio finito dimensional y puesto que E posee, por hipótesis, 
la 1 . ' e -propiedad de aproximacion finita, puede aproximarse 
.B -unifonnemente por fW1ciones de e1 (u(Ec)) ® F . Es decir aso-
ciado a u( A)'- B (nótese que u es lineal acotada) , existe un 
disco acotado 8 11 en F y una fW1ción vt_ c1 (u(Ee)) ® F 
tal que: 
fc(y) -, v(y) € t/2 8' · para cada y • u(A) 
o equivalente 
fc(u(x))--v(u(x))E f/28" paracada xéA (2) 
De (1) y (2) , tonando un disco acotado 8 .::> 8 1 U 8 11 resulta 
f(x)- v(u(x)) € E 8 para cada x • A 
lo que prueba la condición a) de la definición 2 considerando 
1 
el rango de v o u "- C (E) 0 F en F 8 
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Para probar finalmente la condición b) de dicha definición, sea 
D un disco acotado de ':/ b (E F), E> o y x ~ E . La función 
u E 7n de la relación (1) se toma verificando tambie~ 
f'(x)- (fo u)' (x) € f/2 D ( 3) 
Del mismo modo la flll1ción 1 v .o e (u(S l) & F de la relación (2) 
e 
se toma verificando tambien: 
(fe o u)' (x) - (v o u)' (x) • <12 D • (4) 
De las condiciones (3) y (4) se concluye finalmente 
f' (x) - {vou)' (x) E f D 
lo que prueba totalment-e el teorema 
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